Symbol Newtona

liczba wybordéw zbioru k-elementowego ze zbioru
n elementow

n n
= n>k
(k] k!(n—k)!

Krata

Kazda droga: n odcinkéw [n]
= &k

k ,,do gory”

-
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Ile rozwigzan ma rownanie:
x,+x,+x;+x,=6

gdzie x; sa nieujemnymi liczbami catkowitymi?

x,=1 x,=0
x;=3 x;=1
X2 = X2=
x; =2 x,=0
9
=84
3

Liczba rozwiazan rownania: X; + X, t .. + X, =n

n+k-1
k-1

Cigg binarny
Ciag binarny 001100010 100000101
Ciag binarny zlozony z n jedynek i m zer. n+m
Ile ich jest? n

* sposob zakodowania drogi w kracie

* rozmieszczenie przedmiotow w pudetkach

» liczba rozwiazan rownan w liczbach catkowitych
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Rozmieszczenie przedmiotow

Mamy r jednakowych kulek i n rozréznialnych komorek.

Ile jest wszystkich mozliwych rozmieszczen kul w komorkach?

oo|ooo0|o0o0]00]O

Mamy r zer (kotka) in—1 jedynek (kreski)
Symbole moga by¢ ustawione w dowolnej kolejnosci.
Dwie kreski obok siebie - komoérka pusta.

Mamy r+n—1 symboli, nalezy wybra¢ miejsca na postawienie zera lub
miejsce na postawienie jedynki.

Tych wyborow jest: (r tn_ 1] (r +n— 1]

n-1 r

Mamy r jednakowych kulek i n rozréznialnych komorek.

Ile jest mozliwych rozmieszczen kul w komorkach takich, ze zadna
komorka nie jest pusta (r = n)?
oo|ooo|oo0|00]|o0O

Aby zadna komorka nie byta pusta, nie mozna stawia¢ wigcej niz jedna
kreske migdzy dwiema kulkami.
W ilu miejscach mozna postawi¢ jedynke (kreskg)?

Mozna wstawi¢ n—1 kresek w r—1 miejscach.

.

Liczba wyborow:
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Liczba rozwiqzan rownania
Ile rozwigzan ma rownanie:
X tx,t..tx,=n
a) gdzie x; sa nieujemnymi liczbami catkowitymi?
b) gdzie x; sa dodatnimi liczbami catkowitymi?

a) Mozna uznaé, ze mamy n kul (zer) i k komorek (sktadnikoéw - jedynek).
x; oznacza liczbg kul w i-tej komorce. Komorki moga by¢ puste.

0o0|ooo0|oo0|o00]|o0 n+k—1

2+34+2+0+2+1=10 k-1

b) Nie ma pustych komorek. n—1
oo|ooo|oo0|00]|o0O k-1

Serie
Ciag binarny ztozony z n jedynek i m zer.

Serig nazywamy maksymalny podciag kolejnych,
jednakowych elementow.

Weciagu 011100111101 jest 6 serii.

Liczba serii zer i jedynek r6znia si¢ o 1.

Przyjmijmy, ze 1< n < m.

Wetedy liczba serii R dowolnego (n,m)-ciagu binarnego spehnia:

h<R< 2n gdy n=m
2n+1 gdy n<m
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Ile jest (n,m)-ciagdéw o zadanej liczbie serii R?
Traktujemy serie jako niepuste komorki.
W przypadku R=2k,

mamy k komorek dla n jedynek i k komorek dla m zer.

Jedynki i zera rozmieszczamy w komorkach niezaleznie tak, zeby zadna
komorka nie pozostata pusta. Ponadto ciag moze zaczynac si¢ od
jedynki lub zera, co daje dodatkowy czynnik 2.

)

Analogicznie, gdy R=2k+1

oy i vy

Przyklad:

Przed kasa wystawy ustawila si¢ 100-osobowa kolejka. Bilety sa w cenie
5 ztotych. W kasie nie ma zadnych pieniedzy. 50 0s6b dysponuje
monetg 5-ztotowa, a pozostate tylko banknotem 10-zlotowym.
Zaktadamy, ze kolejnos¢ osob jest przypadkowa i ze wszyscy kupuja
po jednym bilecie.

[le jest takich ustawien kolejki, ze zadna osoba nie bedzie zmuszona
czekac na wydanie reszty?

Kolejkg mozna przedstawi¢ jako (50,50)-ciag binarny, gdzie jedynka
oznacza osobg posiadajaca banknot 10-ztotowy, a zero - osobg z
monetg 5-ztotowa.

W ciagu musi by¢ co najmniej tyle zer, co jedynek w kazdym
poczatkowym fragmencie.

Oznaczamy liczbg takich ciagow d(50,50).
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Przyklad: Spacer po ulicach.

Odcinek powyzej przekatnej

jest niebezpieczny.

Ile jest takich mozliwosci spaceru,

zeby nie trafi¢ do tego obszaru?

Liczba odcinkéw pionowych nigdy nie powinna przekroczy¢ liczby
odcinkéw poziomych.

Odpowiedz: d(n,m).

Funkcja d(n,m)
Liczba tych (n,m)— ciagow, w ktorych, dla kazdego i=1, 2, ..., n+m, na
pierwszych i pozycjach znajduje si¢ co najmniej tyle zer co jedynek.
Ciagi zdominowane przez zera.
Na przyktad, dla n=3 i m=4
0100110 ciag zdominowany 0101100 nie jest zdominowany.

Twierdzenie:

Jesli n < m, to liczba ciagéw zdominowanych, sktadajacych si¢ z n
jedynek 1 m zer, wynosi:

d(,,,m)znm—"[“mj

m+1 m

d(n.n) 1 (2n
1 . n, n)=———
Liczby Catalana: ntiln
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Symbol Newtona - wspolczynnik dwumianowy

(atb)=1 1

(a+b) =a+b 11
(at+b)>=aa+2ab+bb 1 2 1
(a+b)?=a’+3a% + 3ab>+ b’ 1 3 3 1 tréjkat Pascala
(atb)(at+tb)a+b)=

aaa + (aab + aba + baa) + ( abb + bab + bba ) + bbb

tyle, ile jest mozliwych wyborow
takich iloczynow, w ktorych a wystgpuje 2 razy

(a+b)3=@a3+ C]azb+ [i’)ab3+ @ b

(a+b)" = Zn: [Zj a'p"*

k=0

i .

1 20

1 1 21

1 2 1 22

1 3 3 1 23
1 4 6 4 1 24

Matematyka Dyskretna, Podstawy Logiki i Teorii Mnogosci
Barbara Gtut



Wspélczynniki wielomianowe
Na ile sposobéw mozna podzieli¢ r-elementowy zbidr X na r roztacznych
podzbioréw A, A,, ... , A, 0 mocy odpowiednio k, k, ... , k, ,
gdziek, tk,+ ..t k,=n?

n
Zbior A, mozna wybra¢ na [ k ] sposobow
. n—lky
Zbior A, mozna wybra¢ na k Sposobow ...
n n—k1 n—kl—kz n—kl—kz—...—kr_]
N\ Kk k3 k,
n! n
k!k,!...k k. ky,....k
N L L

wspolezynnik wielomianowy

Wzor na wspolezynnik wielomianowy shuzy tez do przeliczania permutacji z
powtorzeniami.

n
(ap+ay+...+a,)" = Z [k k)af‘aé‘z-...-af’
Kyvr. ok, 20 oo Br

ki+ky+.. . k.=n

Wspodtczynniki wielomianowe stosujemy tylko wowczas, gdy r > 2 oraz r
liczb stojacych w dolnym rz¢dzie sumuje si¢ do liczby .
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n —
ky ky .. k)

n—1 n—1 n—1
+ +...+
k-1 k ...k g k-1 ...k g k ... k-1

Rozmieszczamy n obiektow w r pudetkach, przy czym k, obiektoéw ma
by¢ w pierwszym pudetku, k, w drugim, ... i k, w r-tym.

Jezeli pierwszy obiekt jest umieszczony w pudetku i, to pozostate n-1
obiekty musza by¢ rozmieszczone w r pudetkach - k; w pierwszym,
k, wdrugim, ..., k-1 w i-tym ... oraz k, w r-tym.
i moze przyja¢ dowolna z wartosci od 1 do r.
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